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' Legyenek ugyanis éé; quj.‘. | téljesen fﬁgget1en,
azonos 5P('€f§fv ~eloszlisu ﬁaléﬂzinﬁségi‘véltozék és legyen‘
E(20) tetszdleges. A jolblés egyszerisitése érdekében

.vezpqauk be a '1“ = (§4r gﬁy) (ﬁq—f L. ) jeldlést,
Ekor a feltevések szerint van olyan mn, hogy_ffn~> qQoL'esé%én
}H(_' J ‘f.‘(?)l{ ’..Ig;y m}rno gsetén '

(IT t(?)bes) c (]T H(T“ )}> ) amdbél e

Coebisev-egyenléséy alkalmazéséval kapjuk} hogy
A . A A , ;

PAT - HPve) = ’P_(IT; M(T,)(>84) £ 4

P

Ennek a segedtetelnek ez alapjén nyilvénvalé, hogy &z étm_

A

:')“? 0  (**1~3> 190)’

-13908 népyzetes eltérégek {,5‘ } o sorozata az Ssszes

véges negyvedik momentummal rendelkezo valészinﬁSégi‘eloszléaok

05zt4lva esetén a szérésnégyzetnek konzisztens. becaléee,

Megemlitjuk hogy a konzisztens becslés és agy erosen konm
zisztens becslés fogalma termeszetes médon éltalénosithato BITH

.az eseire is, amikor a parameter a -ﬁ(ﬂo) CtiCjZ)j.., fﬁ.(jap

vektor. Ekkor a E? osztélx f. parameterének konZLthens, ii1.

Ag
erdsen konzisztens becslésén olyan {’T“( (x4) . "X“\)}
' =1

m) ——~(w1 '
(T (’Xéf)“'/km) C—T— (XJ{)..‘/ X’V\) f.\/ ‘e )(X,{)quj f\f\) {nﬂ.’l .J
sorozatot értunk, ahol mznden 1 -re (1611-:£) {fr‘f7‘f k ); "
XAg ey K

a’ 87 osztély %’ parameterenek konzisztens, ill. erdsen kon- /%

I

‘zisztens becslése.

B .‘ i'- . ¥ . / .
xAI. 3. Hatdscod becsléselk, Ebbenﬂéx aragrafusban is az
Ny , s C




- - g_,_-'
/mvf, oﬁ(T M )) 2 \ ‘ 7/2

’D(?) D)= M—E[S (T X - w’))cc? Sacaa
J (Pet)

.fuggvényt, ahol az infimum a N 08ztlly 't paraméterenek Osszen

'. -véltozés torzitatlan I(xd, -y xm) becslésére képezendo.
Tegyilk fel, hogy ’D(?)<"°( Pe €) . FBautén, ha Ty X )'
a. ? oaztély {: paraméterének tormtatlan becslése képezzik ag

E(—r ?) EC‘I’ P)= D (P){ S(T(,xu X)) t(ﬂ?))d?""j e
S‘th (Jo)/ﬁﬁ' p joe /S’ﬁ)) Co Qm

'hényadost, amelyet a 'T becslés g-re vonatlkozd hatésfo}cénak

nevezzuk Nyllvénvalé hogy 0 = E(T F) =< (.7‘36" Cf’)

" Ha T(x“ ;' Ken) s ) (x” G ¥m] a osztély £ para-
méterének torzitatlan becslései és ‘

E(T,, P) 2 ECT;, P) C"€&’)

akkor azt mondjuk hogy T a “f ocztélx 4 paraméterémk

'T‘ "—nel hatasosabb becslese Ez annylt Jelent hogy bérmely
//)C G' %2) eloszlésu sokasigbél vett £4). oy ?41. minta

xesetén _ - | |

Legyen I(K,” ‘ M) a & osztaly t paraméterének torzi-

| “tatlan btuslese. Ha Dﬁ(T(?,; /?44]) _._“DJ.?) (?é ‘6)/
[S (Tl o) +(?) owj o) (?e e,

ahkor a.g.t mondgu}c howy T A E? osataly -é parameterének hata—-

"":'"':.sos bLCBlEBé Lz viszont annylt Jelent, hogy « & osztaly _t
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_paraméterének birmely T_(x””_/ X ) torzitatlan becalése,

- és bArmely %U o f

Y€€ —eloszldsu sokasigbél

rminiz eseten

DT80y, f)) £ (Flias ).

A h“:mos hecslés tehéf a minlmé.lns szorésu becslés._
Megjegyezzuk hogy hatésos becsles nem mlndlg van, v:uszont

a hatésos becslés unicitésa konnyen megmutathats,

-——ﬁy——-L enek !(XA) e m) —é—ﬁi 1—1“’4;---’/ Ke) 2 (f
ogztaly + pareméw‘;erenek hatisos becslésel, akkor bArmely

?(6 i?) —re ;—r()(“ ) X )

. - .
:;T; Kiyoog X 2 F  mértékre maf -

-:'.vonatkozéan ma?dnem mlndenutt teljesul R o i
A eltevések szerlnt ' '
DCP) = NNy, ) t(?))o?? S(’"r(m ) f(:ry)ae? (R®)
RN
- Ha valaméiy & Qf) egetén ’D (?) =0 , akkor ebbdl

nyilvémvalé hogy N

m
c’x,,}' X )="T, (xaye. ,-)‘TM_) e F méx-

. tékre vonatkozéan mag em mindenutt fennall.

Tegyiik fel hogy valemely yfg %’} eseténf®(~j))>o,
Mivel (TA-}—'T_ ) /2 is a

~ -tatlan becslése :Lgy a Bunyakovs lc:Lj Schwarz egyenlotlenaég alkal~

osztaly ‘fj parameterenek torzi-

mazéséval kapjuk hOgy

@ D)= (ﬂ——-“?- f@)w (T2 Tt jap

2-[«§(r f(?))c{? 5(7“ A7) P *"‘S(T ?))(ﬂ"__.t(j?))c(}rp,d




(e Jccf))('“ ~f(?))oa?

feltevés szerlnt /.

R Y

R

L Vo N o Sy
éZDm*; fﬂ}%(?))z;lj’ g(‘.r'-% ’)fajf" D).

"‘r\ - .

VAR
)7(1:'~%(39)) "3‘:1-? .- Sﬁ;t(y))&w
R R '

"h_‘

R

Tudju!cj,,-hogy a Bunyakdvszkij-Schwarz—egyenlétl_enaégben egyenlf-

8ég ceak ugy lehet, ha iral mely L 4llandéval

T, Gcayovr Xan ) t(?) ,c(. (X4 ) ey 2 )ct(P))

a ‘?“‘ mertekre vonatkozéan majdnem mindeniitt fennill. Mlvel a

7(
e

s

DT AP a7 LT P)APL e ot

R’Y\, ,-'/‘ . o _ s
. /f i -

ezért ,Q/(_ { ovagy €= -4 ‘. HMivel (2) szerint

3(?)/2, 4;5(1- '&(P)) «p -,c')mv)

" / fv\.
- . O ",
igy“ o= A . Ebbél nyilvanvald, hogy most is a
méx_'tékre vonatkozéan majdnem mindeniitt ’r:t (X4ye) X0 ) = T 2 (X pyey m)
] J/;"zj A hatdsosség fogalmdt nemesak az Ssszes torzitatlan becslé-

sek bsz_télyér_a, hanem a torzitatlan becslések valamely sziikebb
oszt&lydra Vonatkozéan.ia de’fiﬁiélhatjul{ |

' Légyen ugayahis J a f‘f' osztély ’& paramétere M. valto-
z68 torzitatlan becsléseinek valamely nem iires osztélya. ‘?6%2

»

A

‘esetén tekintsuk & 2 S /{/2

/D(.‘j3 F‘-) D (P, r\») W.{_’ S(u ()u; ,)c ) ‘E(F))d?j

TEG




figgvényt; tegyik fel, hogy V(T 7) < eo (Pe®)
Ha most #T(XA)‘/ an)EEG\/ olyan becslés, amelyre@éepﬂ%%,w7%;)kf

-a—[g (T-4(5) oe?] D, P) (P B

‘teljesiil, akkor azt mondjulk, hogy t(,f” - Fm) a % ogztaly
G-

{:- parameterének a ogztalyra vonatkozban hatésos becg-

lése.
Ennek az ujabb fogalomnak az illusztralésara agy tovabbi
megjegyzeat tesziink.

. A
~— o
Llneérls kozép alatt ertunk valamely }C }a« ==4£ZL—Q='X1
1=

alaku fuggvényt ahol ‘14)"‘;Qn4. adott konstansok, amelyekre 3

LQ

vEI
' Barmely 11neéris kozép a vepes varhatd értéki veldéeziniieéei

eloszlésok osztalya esetén a varhaté értéknek torzitatlan bheca-

:lése
Valéban ha §4) .y ?41‘ statisztikai minta, ahol mi= ff({ )

Cq = I\../zw) ~létezik, és jzwé linearis kozép, akkor

. (2 Qg) 2 qH(g) fm.Z;q'f:fwz,

’ = 2~—l
Ervenyes a kovetkezo éllitéa.
Az x szdmtani kozép a véges szérasu va10321nuség1 el-
— g 48

oszléeok osztélya esetén az Gsszes ,;7 A lineadris kozepek

44"

.

osztilydra vonatkozoan a varhaté értéknek hatasos becslése,

Legyen ugysnis Sz;ff = > 'C11.x‘. - linearis kézép) |
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éa gA}“‘) Ehm tetsz6leges minta, amely elemeinek kézéa'{) :

ezérésa véges, Ekkor a Cauchy—egyenlétlenség alkalmazésavdl nyer-

juk hogy
. ’D 22 ')(f ),

’ mu’v%f.
N amivel az éllitést bebizonyitottuk : *

‘1 orzitat]an becs]esekre vonatkozik az alébbi nevezetes té*.

-

tel 1is, a_elyet caak specialla esetre fogalmazuik meg.
) Cramér-—R-'_o—egyenlétlenség. Legyen <€ {7 B 6@} 92 -
beli folytono;\walészinusegl eloszlésok egyparamétereﬂ osztélya.
ahol EE) végps,\\hgy végtelen nyitott interVallumJ 8 :ﬁ; ggg-‘

“oszlés surusepfugg\ényét 1eloljuk _ i(x G) —val, Tegyuk fel,
| hogy'van_ olyan FE (C halmaz, hogy minden 9(6@) -8

?G'(E):Ol ., tovébb bArmely x:rLE @6_‘@ - ggetén
| :E(X,e) )O . N _é}gfaf e TS létezik Legyen -

N 3?()(l 8,

‘\C—‘[

R xi8) = Alxa X B)=

Tégyﬁk fe;, hogzy

- Qé 9\.(&-8) y
-§ () R
Ra™

_és valahényszor {i(} );:31}51.“, X;N) 'olyan Bo e}-mérheté

fuggveny, amelyre

@) S 3(" a(x Q)d)(<°o

N
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Tekintsilk & Cramér—Rao—egyenldtlensegnek egy specidlis ese-
, tét Tegyiik fel, hogy & . §4J
N{m,D?)

régzitett. Ekkor

grh _ - atatisztikai mintsg

elemei —eloszléauak ahol  ~ O < m ¢ %o es D
- (x-*m) '

Pox; my=—— e 2D 4s

Vzr D
¢ 2
o S = i
'fa.(k,,;“,xnx;qn)== fﬁ"zf"fa\ c - e
[CONSH

Kénnyen beléthaté hogy ebben az esetben ‘_f -re éa ’1?1 -rg
tel;jesulnek az eldzé tétel feltevésel. Ezért ha go (X/f) M)

a ‘6 {}\f['m 'Dl) MGQ D:ﬁu} osztély m paraméée- |

Tének torzitatlan bacslése, akkor

/Dz(go( x)igm)) é .A/I‘L CFMG Q“’) 4

shol

I g((a %ﬁ&,(& %))-P«(x fm)dx H((,anﬁﬁ'[§4J E,.,l,“ﬂ))/

Mivel mogt : ‘
| o
%QOQR(X,() s ,\,\’,“M) -~ =, Z ()(l'ﬁm)
' Owm ‘ D 7= SN




TehAt

OV
3 ]r)

D Cgo(f,., §)

Masrészt tudjuk hogy 5
D) - 1% '
Kaptuk tehat a kb’vetk’ezr&i eredményt,
o A
varhatd érteknel{ hatégos becsleﬂe o /ffl//xd,/ /"AM @

F_f_J#q___M_“_ﬁ_*“*“_________,___dw—_—’“””d—_*-—_ﬁlﬂﬂefg’ﬂﬂﬁ_———P—“—_

. II. 4, Elepe;g:\ea\statisztikék.- “Legyen "(’_’ {‘fp} _ "‘ ~beli

valészi_}}niiségi eloszlédsok

vAbba T (e, ..., ;(M‘)-'-CT (v,

A szémtani kozép a normalia eloszlégol osztalva esetén a

alamely riem iires osztédlya. Legyep to-

a ‘€ osvtélyra vonatkogzd stati ztika. Azt mondguk hogy 'T'

0loszlésu sokasighll vett §A ‘minta esetén a

EA) . E’“— 'mintaelemeknek a - T' = T - E ) valéazini-

1

4

ﬁf,gi vektorvéltozora vonatlcoz() felteteles oszlasa ugyanaz. Az,

hogy T a \(.0 oszt4ly elégseges Btatlaztlkr a, ugy interpretél- -
haté “hogy ba egy (E “@) -eloszléau sokgaagh6l vett
Ed)“.],gm minta esetén a T“ET(;“.“, %M

' meghatéro;tuk,_ akkor a gA L %M mintaelemelk k3 6a eloaz~




$ Tl T ETAIET, o)t
;vfggg;;k hogy

m?((f?“ et VE(TA) )(AeB%J

al fuggetlen az fim vérhaté értékfol, ezzel az

Az utébbi harom egyenldségbdl ki

?((%AJJ E ,,,‘) 6/3; \r{_ﬁ—

Mivel a jobb

4111tést H6bizonyitottuk,

11, .5 Maximum~likelihood médezer. Az elézd paragrafuaok-

ban tobb példét mutattunk be arra, hogy a mintaelemek eloszlé—-
sanak egyeoa Jellemzdit mllyen fliggvényekiel c@lszerii becaiilni
Térmészetes médon felﬁﬁerﬁl a kérd'és' hegy egy tetazbleges jellem-—
z6 paraméterre hogyan adhatunk hecsléat Altaléoan haszndlhaté
eljarast ad az un. maxlmum—llkellho,od modszer_, amelyet itt e két

legfontosabb"speciéli's esetben térgyalunk.

. L . ~

- Diszkrét eset. Legyen (e i -t C’:‘[f'} ({:(J\ 2))
Qa ~bell diszkrét va10921nusegi eloszléeok 4 -paraméteras nem-
iji"es osztdlya. Tegyiik fel, hogy wvan oljap/megszémlélhaté X hal~
maz, hogy- ff)_s, ( X) = A C{; c g ) - Legyen

%(ix})ﬂou,tﬂ.,.,tg) (reX tel)

Az

L (x K, 4 +
AjT g ey ) l (Y
| e} .A) 4 _e’ R \? ’{Q)
flgpvényt likelihood-figevénynek revezziik. '
Tegylk fel, hogy mi_nde_h x“ e X (x\ éX O

dx (ueB;)‘
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N =37 -

'e_s'etén 'van egyetlen olyan T 4 CT"J""Tg ) '(T\' -T o )}

U= A, L)  wektor, emelyre ,
T T e L)

_Eklcor a ‘Cg 082tAlY t paraméterénelc maximum—likcelihood becslé—

.séna T()f,:.l vy Eon )“’(T (x.t) )xm)} /T ("A:”f“f H

vektorfiggvényt ért;}uk-. A definicié alap;jén nyilvénval'b, hogy
ha o E Ay %M & -bell elossléau sokasdgbdél vett minta

' .a_ciie'té_n‘,‘a" (f,s S R A T (gm = x,) . esemény k§vetlgezik
be, skkor ."T’(x .y )r,w_‘j " éppen az a paraméterérték, amely

: JIlGllG‘ht a - (En N 0f §M =x,) - esemé:ny- V‘a'lés'gj.nﬁsége
maximélis. - ' 7

Ha barmely Ky ¥ (X\'-GXJI"’{/:“/‘") eI
esetén |- (x“'_\_,xm.r{“_”% )> o tovabbé f}"f R, -

¢ 2
_ bel; nyitott halmaz, és birmely Xpy ooy M (x < X o) ?gﬁb
. L B . LV R ‘ 7
esetén a %L‘(x“m’xm‘{‘ '"’Jr ) ((3 74) Q)

parciélis differenci&lhényadosok léteznelc akkor T meghaté-;

rozasd a

g L()‘A e x.“,-t.i /'t .
EQO% ()}1(’ J.J ___J:O (3:!),,?_,)

un, likelihood—egyenletek megolddsaval kﬁnmrebben tti-rténhet,. A

Do Lty k0 by by Z_;QO%PM ayerty)

3 =1

flggvényt logaritmus-likelihood-filggvénynek neveszziik;

. Tekintsiik a kovetkeszd példat, Legyen f.) a Poisson-eloszlasok




osztlya, ahol t=) (> 0) ' az eloszlés vArhatd ériéke. Most

X
- A :
| p(g}_g)-_—.i‘e (x::Ol.l}...)J
| : o %y4*'”fk“ \ ‘
. _ b )
L(}f“...',xm‘,l\)‘: - e o
' . x x| S

Tovébbs - o B f

.

'qug!..(y”---rx A) = Qogi\Lk'—m} L%g(x

Igy & 1ikelihood—egyen1et

B ,YL
Q»og L.(XA} M.;:H %\__Z;_‘ Kow M=y

CPA
. m o :
BRI ST x5 o esetén az egyenlet megoldés
: N -

T l“—l”(?‘}\}‘-'f)(__fv\) = _"2:'}{

Ve

—

"
[,7
-
i
3\35
3
N
O

5% Ty o X% !
y'_Lx‘ >0 esetén L (x yos X, A ) 8z i.z;x,;
. paraméterertek mellett ma)g.unalls Ha viszont 2 )< -0
a2t : Aoy,
akkor L‘(xdr",k,g} )) K a C5(“ﬁ;2: xc) : raraméterérték
AT

mellett maximalis. Kaptuk tehat, hOgy a Poisson—-elosz]ésok 082~

,alva egetén a vArhatd érték naximum—likelihood becelése a gzim~

§ * -

“tani icozé} .




'Folfrtohos gaet. Legyen € = {?-—» -&6?} (-L (4, .l-\:&})

Ql —bell folytonos valoszinliségi eloszlésok Q-—paraméteres, nem
lires qsz_télya; £ (k- 1, j o Jf, ?’) jeldlje a ?—-9 eloszlés_ Bii
ruségfuggvényet Ebben az epgethen a 1ikellhood-fuggvény

i

.L[ N R ‘, )" ‘L)ﬁ(x ity
‘Q)% L (g“ ¥ { '{'ﬂ. ) pedig a log—aritmus-'like;lihood—.
- . -. - /

Tegyiik fel, hOg;y van olyan E (C\Q ) halraz, amelyxe
?—'? (E)wo (‘l-. € ) t__elj’esiil!és {x”g..lxm’)eﬁm-E '
esetén van egyetlen olysn _

. _\; 7 - ‘ ,

= (T)’\n T ) : (’ré. w:Tj'_(Kj-‘,‘.u)XM);J'e’)...l,E,)
vektor hogy '

L (x“‘..! X :{‘”.‘..J’TQ) = Mg L(x”.;, X b {fﬂ) '
(et )T
-Ha & T& ey, .. {)c,,\) fuggvények Borel-mérhetﬁk akkor g (Lp Qﬁz—
1 - paraméterének maximum—likelihood becslésén a

R
vakto:fuggvényt értjuk. '

Ha barmely cx'*!“'!\"n—\ )E_Q .' + fo\) egetén
LGy, 2, b, L ) DO, tovabba QJL ~beli
nyitott halmaz’,!:/sbérmely _ ?EE_T“ \ (%p, 0, % ~)e ’Q esetén |
%L(X_“‘..f )(MIJQH...,“;Q_)

A,

T IR
héinyadosock léteznek, akkor T “meghatdrozisa a

: ’3%3 L (_)én‘.., X;;f“ y ,J‘E) -
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Likelihood-egyenletek megolddssval k¥nnyebben tSrténhet,

A folytonos esatre példaként telkintsiik az R« -beli nor-
mélis eloszlésok osztélyét Exkor -L = m a varhatd drték,

&8 = D a szérésnégyzet (_’Wua Q ’Dx >0 ) . 4
likelihood-fuggvény most '

h o ' L(:ar -\.u.)

. A - 21311,,
. Lh‘,\]...,\( 'w.® e , .
| (mr) D7
én
QD%LU‘M .)fm"m 'D)——-—- ‘Z;:(x '-w)- -—Qog—D @‘QO%ZW

A likelih ood—egyenie tek:

M‘j}., Z__(f...w.)xr (9_ E‘ﬁr_""wuﬂi + L(x hm)wcl

’Drw. l 11.':1 ' . 1’ . D

M . - .L : ) - .

> .(X,' - S'E) -_—r«Lo esetén az egyértelmiien meghatdrozett neg-—
oldésok

IS

_ - o ; -z
T, =T 0 X)) = * m )T?,-:-Tz(?‘ar“f.xm)r;:z““‘a"“km) ,
| f

A likelihood—fiiggvény'alakjébél kﬁvetkezik. hogy ilyen paramé-

terértékek eseten a llkelihood—-fuggvénynek maximuma van, Ha

pedig 2 (x M)‘ =~ ; akkor a likelihood-egyenle-

. \\ = \ - : . . .
teknek nincs megolddsa, e8t a likelihood-becslés sem értelinezhe~ -
t6, azonban ‘az ilyen (%40 f.)(m)

mértéke O Zwval egyenld. Kaptuk teh&t, hogy a normAlis.elopzlé—

. pontok halmazdnak Lebesgue-—

gok osztélya - (_N\-\!’Dl) paraméterének maximun-1likelihood becs




‘
i

i
A
.
|
;

: R1—beli vald

7

lése az (K ) vektorfupgve_x.

A maximum—llkellhood becslés fogalma kézenfekvh médon dlta-

lénosithaté J& fdimenzios eloszldeok esetére.

Megmutathatd, hogy az eloézlésosztélj eloezlésalra tett
elég 4ltaldnos feltételek mellett a maximum-likelihood~becelés

wonzisztens lesz, és az illetd oéztély olégnégesn statisztikajét

‘mzolgéltatja. A torzitatlansig kdvetkegzménye azonban nem mindig

taljesil. - - : ' ' B 7\

ITNG. Momentum?médszer. Egy tovéhbi,éltaléﬁos becalési mdd-

 BZer az un, 'mcl‘amen-tum-mé.dsz‘e-r. Legyen c{,‘o w= %_ ?17 -t 3 'J‘}( e{-l- ,“t l))

iniségl eloszlisok ] paraméteres, nem iires 08%Z—

té4lya. Tegyik f

=y . ; .
momentumnck minden esetén léteznek, é8 a fjf -n ériel-

mezetlt

(?\

fliggvények ismeretesek. Tegyuk fel tovAbbé, hogy van olyan

E (Q R ..}  bhélmaz, hogy T_:\(E):  é5 ha
4 /

(yA{'.._-[)(M)g _E} laklltor ag

- A (A

I — s Ty
Wty e I

3 - i=l
egyenletrendszernek egyetlen.
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